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ΜΑΘΗΜΑ   6                            
2.3     Μέτρο µιγαδικού 
          Ασκήσεις   Γεωµετρικές   
                             Μια ξεχωριστή οµάδα 
                             Συνευθειακά σηµεία                     

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ      

Γεωµετρικές 
1. 

Αν οι εικόνες των µιγαδικών   1 2z  , z   µαζί µε την αρχή  Ο  συνιστούν ισόπλευρο τρίγωνο,  

δείξτε ότι   1 2 1z  + z 3 z= . 

Προτεινόµενη  λύση 

Έστω  α  η πλευρά του τριγώνου.    Τότε   1 2z  = z = α     και    1 2z z− = α. 

1 2z z− = α   ⇒     
2

1 2z z− = 2α  

                              (1z – 2z )( 1z – 2z ) = 2α  

                              1z 1z – 1z 2z – 2z 1z + 2z 2z  = 2α  

                              2α – 1z 2z – 2z 1z + 2α = 2α  

                              2α = 1z 2z + 2z 1z    (1) 
 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι     1 2 1z  + z  = 3 z  

                                               
2 2

1 2 1z  + z = 3 z  

                                               (1z + 2z )( 1z + 2z ) = 3 2α  

                                              1z 1z + 1z 2z + 2z 1z + 2z 2z  = 3 2α  

                                              2α + 1z 2z + 2z 1z + 2α = 3 2α  

                                              1z 2z + 2z 1z  =  2α    που ισχύει από την  (1) 
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2. 
Για τους   1 2z , z ∈ℂ    δίνεται ότι   2 2 2

1 2 1 2z  + z = z + z .   Αποδείξτε ότι    

i)   1 2 1 2z z z  + z− =     

ii)    Oι εικόνες των   1 2 1 2z  ,  z  και  z z+    µαζί µε την αρχή  Ο  συνιστούν  
      ορθογώνιο τρίγωνο 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

2 2 2

1 2 1 2z  + z = z + z    ⇒  ( 1z + 2z )( 1z + 2z ) =  
2 2

1 2z z+  

                                              1z 1z  + 1z 2z + 2z 1z + 2z 2z   =  1z 1z  + 2z 2z  

                                              1z 2z + 2z 1z  = 0      (1) 

Αρκεί να δειχθεί ότι     1 2 1 2z z z  + z− =      

                                     
2 2

1 2 1 2z z z z− = +  

                                     (1z – 2z )( 1z – 2z )  =  ( 1z + 2z )( 1z + 2z )   

                                     1z 1z  – 1z 2z – 2z 1z + 2z 2z   =  1z 1z  + 1z 2z + 2z 1z + 2z 2z    

                                     0 = 21z 2z + 2 2z 1z  

                                     0 = 1z 2z + 2z 1z     που ισχύει από την  (1) 

 ii).   

Λόγω του  ( i )  η υπόθεση 
2 2 2

1 2 1 2z  + z = z + z    γίνεται   2 2 2

1 2 1 2z z z z− = +    (2) 

Έστω   Α,  Β  οι εικόνες των  1 2z  , z  

(2)   ⇒    (ΑΒ 2)  = (ΟΑ 2) + (ΟΒ 2) ,  άρα  
το τρίγωνο   ΟΑΒ  είναι ορθογώνιο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Πυθαγόρειο στους µιγαδικούς 



 

 

3 

3. 

Αν    *z∈ℂ   µε    ( )z + i  + z i  = 2 z  + 1− ,   δείξτε ότι    
1

z + 2
z
=  

Προτεινόµενη  λύση 

( )z + i  + z i  = 2 z  + 1−   ⇒     
2

z + i z i + −   =  ( )
2

2 z 1 +   

                                       
2

z + i + 2 z + i  z i−  + 
2

z i−  =  2( )2
z 2 z 1+ +  

                             (z + i)(z– i) + 2│(z + i)(z – i)│+ (z – i)(z+ i)  =  2 
2

z + 4 z  + 2 

                            zz– iz + iz  + 1 +  2│ 2z – 2i │ + zz  + iz – iz  + 1 =  2 zz+ 4 z  + 2 

                                                                   2│ 2z  +1│= 4 z  

                                                                   │ 2z  +1│= 2 z       (1) 

Αρκεί να δειχθεί ότι     
1

z + 2
z
=    ⇔⇔⇔⇔        

2z  + 1
2

z
=    ⇔⇔⇔⇔    

2z  + 1

z
 = 2     

                                    │ 2z  +1│= 2 z        που ισχύει από την  (1) 
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4. 
Έστω   * 2 2

1 2 1 2z  , z  µε  z z 0∈ + =ℂ .  Αποδείξτε ότι 

i)    1 2z  = z  

ii)    1 2 1 2z z z  + z− =  

iii)     οι εικόνες των   1 2 1 2z  ,  z  και  z z+    µαζί µε την αρχή  Ο  συνιστούν τετράγωνο. 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

2 2
1 2z z 0+ =    ⇒     2

1z  = – 2
2z     ⇒      

2
1
2
2

z

z
 = –1    ⇒  

                             
2

1

2

z

z

 
 
 

= –1   ⇒    1

2

z

z
 = ± i     ⇒    1z  = ± i 2z      (1)     

(1)    ⇒     1z  =  2 iz±     ⇒      1z  =  2z  

ii)  
Αρκεί να δειχθεί ότι     1 2 1 2z z z  + z− =   

Λόγω της  (1)               2 2 2 2 iz z  iz z± + = ± −  

                                     2z (1 i)±  = 2z ( 1 i)− ±  

                                     2z 1 i±  = 2z 1 i− ±  

                                     1 i±  = 1 i− ±      που ισχύει 

iii)  
Έστω   1A ,  2A    και   Α   οι  εικόνες   των   1 2 1 2z ,  z  και  z + z   αντίστοιχα . 

Επειδή   OA
����

 = 1OA
�����

 + 2OA
�����

 ,   το  τετράπλευρο   Ο 1A Α 2A   είναι  παραλληλόγραµµο. 

Επειδή    1OA
�����

 = 1z  = 2z  = 2OA
�����

,   το   Ο 1A Α 2A   γίνεται  ρόµβος . 

Επειδή    OA
����

 = 1 2 1 2z + z z z= −  = 1 2A A
������

   

                (ίσες διαγώνιοι) , ο ρόµβος  γίνεται τετράγωνο 
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5. 

Έστω   *z , w∈ℂ    µε   2 2z 2 zw + w  = 0−   και   Α, Β  οι εικόνες των   z , w  στο 

µιγαδικό επίπεδο.  Αν  Ο  η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι   OA = OB. 

Προτεινόµενη  λύση 

Πρέπει να αποδείξουµε ότι   z  = w      

2 2z 2 zw + w  = 0−   ⇒    ( )
2

z
w

– 2 z
w

 +1 = 0 

∆ = 2 – 4 = – 2,                   z
w

 = 2 i 2
2
±  = 1 i

2
±     ⇒  

                                           z
w

 =  1 i
2
± =  1 1 i

2 2
±+ = 1 1

2 2
+ = 1 

Άρα   z
w

= 1    ⇒     
z

w
 = 1   ⇒      z  = w    

 
 
6. 
Έστω   *z , w∈ℂ    µε    2z w i 3w− =    και  Α, Β  οι εικόνες των    z , w   στο µιγαδικό 

επίπεδο. Αν  Ο  η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο  ΑΟΒ   είναι ισοπλευρο. 

Προτεινόµενη  λύση 

Πρέπει να αποδείξουµε ότι   z  = w     και    z w− = w  

2z w i 3w− =     ⇒     2 z
w

– 1 = i 3     

                                    2z
w

= 1 + i 3     

                                   z
w

 = 
1 i 3

2

+
      (1) 

(1)    ⇒       z
w

 =  
1 i 3

2

+
 =  

1

2
1 3+   =  1 άρα z  = w   

Για την ισότητα   z w− = w     αρκεί να αποδείξουµε 

                            
z w

w

−
 = 1     ⇔   z w

w
−  = 1    

                                                          z 1
w
−  = 1    (λόγω  της  (1))     

                                                         
1 i 3

1
2

+
−  = 1 

                                                         
1 i 3

2

− +
= 1     που ισχύει  

Αντί για δύο µιγαδικούς   

z,  w  έναν,  τον   
z

w
 

Αντί για δύο µιγαδικούς   

z,  w  έναν,  τον   
z

w
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7. 
Έστω     1 2 3z  , z  , z∈ℂ    µε    1 2 3z  = z  = z    και εικόνες   Α, Β, Γ  αντίστοιχα. Τα σηµεία  

Κ,Λ,Μ  είναι οι εικόνες των   1 2 3 2 3 1 3 1 2w  = z z ,   w = z z ,   w = z z  αντίστοιχα.  Αν το τρίγωνο 

ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο, να αποδείξετε ότι είναι και το  ΚΛΜ. 

Προτεινόµενη  λύση 

Τρίγωνο  ΑΒΓ   ισόπλευρο    ⇒     (ΑΒ) = (ΒΓ) = (ΓΑ) 

                                                        2 1z z− = 3 2z z− = 1 3z z−      (1) 
 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι    2 1w w− = 3 2w w− = 1 3w w−  

                                             3 1 2 3z z z z− = 1 2 3 1z z z z− = 2 3 1 2z z z z−  
                                             3z 1 2z z−  = 1z 2 3z z−  = 2z 3 1z z−   
                                   που ισχύει από την υπόθεση  1 2 3z  = z  = z    και  την  (1) 

 
 
8. 
Έστω οι µιγαδικοί   1 2 2z  , z   µε  z 0≠ .  Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των   1 2z + z ,   

 1 2z z−    και   1 2z  + i 3z    συνιστούν ισόπλευρο τρίγωνο. 

Προτεινόµενη  λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι    

│( 1 2z + z ) – ( 1 2z z− )│ = │( 1 2z z− ) – ( 1 2z  + i 3z )│= │( 1 2z  + i 3z ) – ( 1 2z + z )│ 

│ 1 2z + z  – 1 2z + z )│ = │ 1 2z z− – 1 2z i 3z− │= │ 1 2z  + i 3z – 1 2z z− │ 

│2 2z │ = │ 2z− – 2i 3z │= │ 2i 3z – 2z │ 

2│ 2z │ =  │ 2z− – 2i 3z │= │ 2i 3z – 2z │ 

2│ 2z │ =  │ 2z− (1 + i 3 )│= │ 2z− (1 – i 3 )│ 

2│ 2z │ =  │ 2z ││1 + i 3│ = │ 2z ││1 – i 3│ 

2 = │1 + i 3│ = │1 – i 3│    

που ισχύει  αφού   │1 ±  i 3│= ( )221 3+  =  1 3+   =  2 
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9. 
Αν   *

1 2z  , z ∈ℂ   ώστε   2 2
1 2 1 2z  + z  = z z ,  να αποδείξετε ότι                                                         

i)      η αρχή των αξόνων και οι εικόνες των  1 2z  ,  z    συνιστούν ισόπλευρο τρίγωνο 

ii)     
3

1

2

z
1

z

 
= − 

 
 

iii)  
19 19

1 2

2 1

z z
1

z z

   
+ =   

   
 

Προτεινόµενη  λύση 

i)    
Πρέπει να αποδείξουµε ότι   1z  = 2z     και    1 2z z− = 2z  

2 2
1 2 1 2z  + z  = z z   ⇒   2

1z – 1 2z z + 2
2z  = 0    ⇒    

2

1

2

z
z
 
 
 

– 1

2

z
z

+ 1 = 0        (1)     

∆ = 1 – 4  = –3,         1
2

z
z

= 1 i 3
2

±      (2)      ⇒    

                                 1
2

z
z

 = ( )
22

31
2 2

 
+  
 

 =  1 3
4 4
+  = 1   ⇒      1z  = 2z  

 
Για την ισότητα  1 2z z− = 2z ,   αρκεί να αποδείξουµε 

                           1 2

2

z z

z

−
= 1     

                           1 2

2

z z
z
−

 = 1 

                           1

2

z
1

z
− = 1 

Είναι  1

2

z
z

– 1   
(2)

=   1 i 3
2

± – 1 = 1 i 3
2

− ±     ⇒      

         1

2

z
1

z
−  = ( )

22
31

2 2
 

+  
 

 =  1 3
4 4
+  = 1  

 
ii) 

Για τη διευκόλυνσή µας,  θέτουµε    1

2

z
z

= z 

(1)   ⇒  2z – z + 1 = 0    ⇒   2z = z – 1     (3) 
 

             3z  = 2z z 
(3)

=  (z – 1)z = 2z – z  
(3)

=   z – 1 – z  =  –1.     Άρα   3z  = –1      (4) 
 
 
 

Από µεγαλύτερους 
εκθέτες  σε µικρότερους 
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iii) 

19z  = 3 6 +1z ⋅  =  ( 3z 6)  z   
(4)

=   (–1 6)  z  = z,         οπότε  ( )19
1
z

=  1
z

 

19 19

1 2

2 1

z z

z z

   
+   

   
 = 19z + ( )19

1
z

=  z + 1
z

 =  
2z + 1
z

   
(3)

=    z 1 1
z
− +  = z

z
 = 1 

 
 
 
10. 
Η εξίσωση   2 *

+z 2 z 0  όπου  α, β  και  α > βα + β +α = ∈ℝ    έχει ρίζες  1 2z , z . 

i)    Να αποδείξετε ότι   1 2z z 1= =  

ii)    Αν, επί πλέον είναι    1 2
1 2

z z
z + z

2

+
= ,   να βρείτε τις ρίζες   1 2z , z . 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

∆ = 4 2β – 4 2α  = 4( 2β – 2α ) < 0 ,   άρα  

οι ρίζες  1 2z , z   είναι συζυγείς  µιγαδικοί  αριθµοί   ⇒     2z  = 1z     

                                                                                  ⇒    2 1z  = z = 1z      (1) 

αλλά  1 2z z = α
α

 = 1    ⇒      1 2z z = 1         

                                             1z 2z = 1     

                                             
2

1z = 1     ⇒     1z = 1  
(1)

=   2z  

 
ii) 

1 2
1 2

z  + z
z + z =

2
   ⇒     2 1 2z + z = 1z + 2z    

                                         1 2z + z = 1 + 1     

                                         
2β

−
α

 = 1    ⇒      
2β

α
  = 1    ⇒      2β  = α  

Η εξίσωση γίνεται   2z z 0  α +α +α =   ⇔     2z z 1 0  + + =  

∆ = 1 – 4  = –3,              z= 1 i 3
2

− ±      
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Μια ξεχωριστή οµάδα 

11. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z  = z  = z  = 1.   Να αποδείξτε ότι 

                   │ 1 2 3z + z + z │=│ 1 2 2 3 3 1z z + z z + z z│ 

Προτεινόµενη  λύση 

1z = 1    ⇒     
2

1z = 1    ⇒    1z 1z = 1    ⇒    1z  = 
1

1
z

  και οµοίως για τους  2z ,  3z  

│ 1 2 3z + z + z │=│ 1 2 3z + z + z│  

                       = 
1 2 3

1 1 1
z z z
+ +  

                       = 2 3 3 1 1 2

1 2 3

z z z z z z
z z z
+ +

 

                       = 2 3 3 1 1 2

1 2 3

z z z z z z

z z z

+ +
  =  1 2 2 3 3 1z z + z z + z z  

 
 
12. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z + z + z = 0   και   2 2 2

1 2 3z + z + z  = 0.   

Να αποδείξτε ότι    1 2 3z  = z  = z . 

Προτεινόµενη  λύση 

1 2 3z + z + z = 0     ⇒    1z = – ( 2 3z + z )     

                                    21z  = ( 2 3z + z 2)      

                                    21z = 2
2z + 2 2 3z z + 2

3z      (1) 
 
Αλλά   2 2 2

1 2 3z + z + z  = 0   ⇒   2 2
2 3z  + z  = – 2

1z  

(1)   ⇒    2
1z  = – 2

1z + 2 2 3z z    ⇒    2 2
1z  =  2 2 3z z     

                                                       2
1z  = 2 3z z       

                                                       3
1z  =  1z 2 3z z       

3

1z = 1 2 3z z z  

                                και κυκλικά    
3

2z = 1 2 3z z z ,        
3

3z = 1 2 3z z z  

Άρα    
3

1z = 
3

2z = 
3

3z     ⇒      1 2 3z  = z  = z  
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13. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z + z + z = 0   και    1 2 2 3 3 1z z z z z z− = − = − . 

Να αποδείξετε ότι     1 2 3z  = z  = z  

Προτεινόµενη  λύση 

1 2 3z + z + z = 0    ⇒    – 2z = 1 3z + z  

Η ισότητα     1 2 3 1z z z z− = −      ⇒      

                     1 1 3 3 1z + z + z z z= −  

                     1 3 3 12z z z z+ = −  

                     
2 2

1 3 3 12z z z z+ = −  

                     (21z + 3z )(2 1z + 3z ) = ( 3z – 1z )( 3z – 1z ) 

                     41z 1z + 2 1z 3z + 3z 2 1z + 3z 3z   =  3z 3z – 3z 1z – 1z 3z + 1z 1z  

                     3
2

1z + 3 1z 3z + 3 3z 1z  = 0     ⇒      
2

1z + 1z 3z + 3z 1z  = 0     (1) 

 

1 2 3z + z + z = 0   ⇒    2z = – 1 3z z−  

Η ισότητα   2 3 3 1z z z z− = −      ⇒      1 3 3 3 1z z z z z− − − = −     

                                                              1 3 3 1z  + 2z z z= −       

                                                              
2 2

1 3 3 1z  + 2z z z= −       

                                                              ( 1z + 2 3z )( 1z + 2 3z ) =  ( 3z – 1z )( 3z – 1z ) 

                                                              ………………………………………. 
                                                              ……………………………………… 

                                                             
2

3z + 1z 3z + 3z 1z  = 0     (2) 

Από τις  (1),  (2)   έχουµε   2

1z = 
2

3z    ⇒    1 3z  = z   και οµοίως  =  2z  
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14. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z  = z  = z    και   1 2 3z + z + z = 0   .   Να αποδείξετε ότι  

i)    1 2 2 3 3 1z z + z z + z z = 0 

ii)    2
3 1 2z  = z z   

iii)   Οι εικόνες των   1 2 3z , z , z   στο µιγαδικό επίπεδο ορίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

Έστω  1 2 3z  = z  = z  = ρ   ⇒    
2

1z = 2ρ         

                                                    1z 1z =  2ρ       

                                                    1z  = 
2

1z
ρ

  και οµοίως για τους  2z ,  3z  

 1 2 3z + z + z = 0   ⇒   1z + 2z + 3z  = 0      

                                   
2

1z
ρ

+ 
2

2z
ρ

+
2

3z
ρ

 = 0                         

                                   
1

1
z

+ 
2

1
z

+ 
3

1
z

 = 0    ⇒    1 2 2 3 3 1z z + z z + z z = 0 

 
ii) 

1 2 2 3 3 1z z + z z + z z = 0   ⇒      1 2z z = – 2 3 3 1z z z z−              

                                              1 2z z = – 3z ( 1 2z + z )     αλλά   1 2z + z = – 3z  

                                    άρα    1 2z z  = – 3z (– 3z )    ⇒    1 2z z = 2
3z  

 
iii) 
Θα εκφράσουµε το µήκος της πλευράς του τριγώνου συναρτήσει του  ρ. 

2

2 1z z−  = ( 2z – 1z )( 2z – 1z ) = ( 2z – 1z )
2 2

2 1z z
 ρ ρ

− 
 

  

                                               = (2z – 1z ) 2ρ  
2 1

1 1
z z

 
− 

 
    

                                               = 2ρ 2 1

1 2

z z
1 1

z z
 
− − + 

 
 

                                               = 2ρ
2 2
2 1

1 2

z z
2  

z z

 +
−  

 
  

                                             
(ii)
=  2ρ 1 3 2 3

1 2

z z z z
2  

z z
+ 

− 
 

  

                                               =  2ρ 3 1 2

1 2

z (z z )
2  

z z
+ 

− 
 
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                                               = 2ρ 3 3

1 2

z ( z )
2  

z z
− 

− 
 

  

                                              = 2ρ
2
3

1 2

z
2  

z z

 
+  

 
  

                                             = 2ρ 1 2

1 2

z z
2  

z z
 
+ 

 
 = 2ρ (2 + 1) = 3 2ρ  

 

  Άρα      2 1z z−  = ρ 3    και κυκλικά   =  3 2z z−  =  1 3z z−  

  
 
 

15. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z + z + z = 0    και    2 2 2

1 2 3z + z + z = 0.    Να αποδείξετε ότι 

i)      2
3 1 2z  = z z  

ii)      1 2 3z  = z  = z  

iii)    οι εικόνες τους στο µιγαδικό επίπεδο ορίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

1 2 3z + z + z = 0      ⇒    3z = – ( 1 2z + z ) 
2 2 2
1 2 3z + z + z  = 0    ⇒    2 2

1 2z + z + ( 1 2z + z 2) = 0        

                                     2 2
1 2z + z  + 2

1z + 2 1 2z z + 2
2z  = 0 

                                     221z + 2 2
2z  + 2 1 2z z  = 0 

                                     2 2
1 2z + z  + 1 2z z  = 0    αλλά   2 2

1 2z + z  = – 2
3z    οπότε 

                                     –23z + 1 2z z  = 0 

                                     23 1 2z  = z z  

ii) 
2
3 1 2z  = z z    ⇒    3

3 1 2 3z  = z z z    ⇒     │ 3
3z │= │ 1 2 3z z z │  και κυκλικά  = │ 3

2z │=│ 3
1z │  

                          Άρα    
3 3 3

1 2 3z = z = z     ⇒    1 2 3z  = z  = z  

 
iii) 
Βλέπε το  (iii)  της άσκησης  4. 
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16. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ    ώστε    1 2 3z  = z  = z  =  ρ   και   1 2 2 3 3 1z z z z z z− = − = −  = 

ρ 3 . 

Να αποδείξετε ότι     1 2 3z + z + z 0= . 

Προτεινόµενη  λύση 

1 2z z−  =ρ 3     ⇒     
2

1 2z z− = 3 2ρ       

                                     (1 2z z− )( 1 2z z− ) = 3 2ρ  

                                     
2

1z – 1z 2z – 2z 1z + 
2

2z = 3 2ρ  

                                     1z 2z + 2z 1z  =  – 2ρ    

Οµοίως , κυκλικά  θα έχουµε    2z 3z + 3z 2z = – 2ρ    και   3z 1z + 1z 3z = – 2ρ    

Αρκεί να αποδείξουµε ότι    1 1 3z + z + z  = 0    ή ότι    

                                             
2

1 1 3z + z + z = 0 

Είναι   2

1 1 3z + z + z  =  ( 1 2 3z + z + z )( 1 2 3z + z + z ) 

                                = 
2

1z + 1z 2z + 1z 3z + 2z 1z + 
2

2z + 2z 3z + 3z 1z + 3z 2z + 
2

3z  

                                = 32ρ – 2ρ – 2ρ – 2ρ  = 0 
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17. 
Έστω   1 2 3z , z , z ∈ℂ ,  ώστε να ισχύει    1 2 3z  = z  = z  = 1   και    1 2 3z + z + z 3= .  Να 

αποδείξετε ότι   1 2 3z = z = z  

Προτεινόµενη  λύση 

Θα αποδείξουµε ότι    2

1 2z z− + 
2

2 3z z− + 
2

3 1z z− = 0 

2

1 2z z−  = ( 1 2z z− )( 1 2z z− ) =  
2

1z – 1z 2z – 2z 1z + 
2

2z  =  2 – 1z 2z – 2z 1z  
2

2 3z z−  = ……………………………………………… =  2 – 2z 3z – 3z 2z  
2

3 1z z−  = ……………………………………………… =  2 – 3z 1z  – 1z 3z  

Άρα    
2

1 2z z− + 
2

2 3z z− + 
2

3 1z z− = 6 – ( 1z 2z + 2z 1z + 2z 3z + 3z 2z + 3z 1z + 1z 3z )   (1) 

1 2 3z + z + z 3=    ⇒      
2

1 2 3z + z + z 9=    

( 1 2 3z + z + z )( 1 2 3z + z + z ) = 9 

1z 1z + 1z 2z + 1z 3z  + 2z 1z + 2z 2z + 2z 3z  + 3z 1z + 3z 2z + 3z 3z   =  9 

2

1z + 1z 2z + 1z 3z  + 2z 1z + 
2

2z + 2z 3z  + 3z 1z + 3z 2z +
2

3z   =  9 

1z 2z + 1z 3z + 2z 1z + 2z 3z + 3z 1z + 3z 2z  = 9 – 1 – 1 – 1 =  6 

(1)   ⇒      
2

1 2z z− + 
2

2 3z z− + 
2

3 1z z−  =  6 – 6 = 0     ⇒  

                 
2

1 2z z− = 0    και   2

2 3z z−  = 0     και   2

3 1z z−  = 0      

                 1 2z z−  = 0    και    2 3z z− = 0      και    3 1z z− = 0      

                  1z  – 2z  = 0    και     2z  – 3z  = 0     και     3z  – 1z  = 0    

                  1z  = 2z          και     2z  = 3z            και     3z  = 1z  
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18. 
Για τους µιγαδικούς  1 2 3z , z , z    δίνονται    1 2 3z  = z  = z  = 1 

                                                                     1 2 3z + z + z  = 1 

                                                                     1 2 3z z z  = 1 

i)    Να αποδείξετε ότι   
1

1
z

+
2

1
z

+ 
3

1
z

 = 1 

ii)    Να υπολογίσετε τους   1z ,  2z ,  3z . 

Προτεινόµενη  λύση 

i) 

1z = 1    ⇒     
2

1z = 1    ⇒    1z 1z = 1    ⇒    1z  = 
1

1
z

  και οµοίως για τους  2z ,  3z  

1 2 3z + z + z  = 1    ⇒     1 2 3z + z + z  = 1     

                                     
1

1
z

+
2

1
z

+ 
3

1
z

 = 1 

 
ii) 

1

1
z

+
2

1
z

+ 
3

1
z

 = 1    ⇒     1 2 2 3 3 1z z + z z + z z = 1z 2 3z z  = 1    

                                         1z ( 2 3z + z ) + 2 3z z  = 1      (1)              
 

Αλλά     1 2 3z + z + z  = 1  ⇒    2 3z + z  = 1 – 1z  

και        1 2 3z z z  = 1          ⇒     2 3z z  =  
1

1
z

    

(1)    ⇒     1z  (1 – 1z ) + 
1

1
z

 = 1    ⇒    2
1z  (1 – 1z ) + 1 = 1z  

                                                             2
1z  – 3

1z  + 1 – 1z  = 0 

                                                              2
1z  (1 – 1z ) + (1 – 1z ) = 0 

                                                              (1 – 1z )( 2
1z + 1) = 0 

                                                             1 – 1z  = 0     ή     2
1z + 1 = 0 

                                                             1z  = 1          ή      2
1z  = –1 

                                                             1z  = 1          ή      1z  = i    ή     1z  = – i 

Οµοίως για τους   2 3z  ,  z    

Οι συνδυασµοί που επαληθεύουν τις δοσµένες ισότητες είναι : 

α)    1z  = 2z  = 3z = 1 

β)    ένας από τους αγνώστους  = 1,  ένας = i    και   ένας  = – i    
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Συνευθειακά  σηµεία 
 
19. 
Μια πρόταση σαν θεώρηµα :    Αν   Α,  Β  είναι οι εικόνες των  *

1 2z , z ∈ℂ  και  Ο  η  

                                                     αρχή των αξόνων,   τότε ισχύει η ισοδυναµία    

                                                             1

2

z
z

∗∈ℝ    ⇔    ΟΑ
����

 � ΟΒ
����

    ⇔      

                                                                                       Ο,  Α,   Β    συνευθειακά. 
 
Απόδειξη  

Έστω  1z  = 1x + 1y i     και    2z  = 2x + 2y i 

1

2

z
z

∈ℝ    ⇔   1

2

z
z

 = λ∈ℝ       

                        1z = λ 2z      

                        1x + 1y i = λ( 2x + 2y i)      

                        1x  = λ 2x    και   1y  = λ 2y  

                        (1x , 1y ) = (λ 2x , λ 2y ) 

                        (1x , 1y ) = λ( 2x , 2y ) 

                        ΟΑ
����

 = λΟΒ
����

 

                       ΟΑ
����

 � ΟΒ
����

     ⇔     Ο,  Α,   Β   συνευθειακά 
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20. 
Μια πρόταση σαν θεώρηµα :    Αν   Α,  Β  είναι οι εικόνες των  *

1 2z , z ∈ℂ  και  Ο  η  

                                                     αρχή των αξόνων,   τότε ισχύει η ισοδυναµία    

                                                     1

2

z
z

 φανταστικός  ≠ 0   ⇔    ΟΑ
����

 ⊥ ΟΒ
����

         

Απόδειξη  

Έστω  1z  = 1x + 1y i     και    2z  = 2x + 2y i 

1

2

z
z

 φανταστικός  ≠ 0   ⇔    1

2

z
z

 = λi,   όπου  λ ∗∈ℝ       

                                               1z = λi 2z      

                                               1x + 1y i = λi( 2x + 2y i)        

                                        1x + 1y i = λi 2x – λ 2y  

                                         1x  = –λ 2y    και   1y  = λ 2x     (1)              
 

•      Όταν   2y ≠ 0 ,   η   (1)   ⇔     – 1

2

x
y

 = λ    και    1y  = – 1

2

x
y 2x  

                                                                                     1x 2x + 1y 2y  = 0  

                                                                                     ΟΑ
����

 ⊥ ΟΒ
����

 
 
•      Όταν   2y = 0 ,   η   (1)   ⇔     1x  = –λ⋅0     και   1y  = λ 2x      

                                                         1x  =  0          και   1y  = λ 2x  

                                                         1x 2x + 1y 2y  = 0⋅ 2x + 1y ⋅0     

                                                         1x 2x + 1y 2y  = 0    ⇔    ΟΑ
����

 ⊥ ΟΒ
����

 

 
21. 
Έστω   *

1 2z , z ∈ℂ    µε   2 2
1 1 2 2z + z z z 0− = .   Αποδείξτε ότι, οι εικόνες των   1 2z , z    

στο µιγαδικό επίπεδο και η αρχή των αξόνων είναι συνευθειακά σηµεία. 

Προτεινόµενη  λύση 

Έστω  Α,  Β  οι εικόνες των   1 2z , z   και  Ο  η αρχή των αξόνων.  

2 2
1 1 2 2z + z z z 0− =     ⇔    

2
1
2
2

z

z
+ 1 2

2
2

z z

z
– 

2
2
2
2

z

z
= 0 

                                         
2

1

2

z
z
 
 
 

+ 1

2

z
z

– 1 = 0       (1) 

∆ = 1 + 4 = 5 > 0.       Άρα η εξίσωση  (1)  έχει πραγµατικές ρίζες, 

                                   άρα   1

2

z
z

∈ℝ   ⇒     Ο,  Α,   Β  συνευθειακά 

1

2

z
z

∗∈ℝ    ⇔    ΟΑ
����

 � ΟΒ
����
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22. 
Έστω    *

1 2z , z ∈ℂ    µε   2 2
1 2 1 23z 5z 4z z+ = − .   Αποδείξτε ότι, οι εικόνες των   1 2z , z   στο 

µιγαδικό επίπεδο και η αρχή των αξόνων είναι συνευθειακά σηµεία. 

Υπόδειξη 

Ακολούθησε την άσκηση  21. 
 
 
 
23. 

Αν      *
1 2z , z ∈ℂ    και    

( )2

1 2

1 2

z + z

z z
∈ℝ ,   να αποδείξετε ότι οι εικόνες των   1 2z , z   µαζί  

µε την αρχή των αξόνων συνιστούν ισοσκελές τρίγωνο ή είναι συνευθειακά σηµεία. 

Προτεινόµενη  λύση 

( )2

1 2

1 2

z + z

z z
∈ℝ    ⇔    

( )2

1 2

1 2

z + z
= λ

z z
∈ℝ         

( 1z + 2z 2) = λ 1 2z z  
2
1z + 2 1 2z z + 2

2z  –  λ 1 2z z  = 0 
2
1z + (2 – λ) 1 2z z + 2

2z  = 0                
2
1
2
2

z

z
+ (2 – λ) 1 2

2
2

z z

z
+ 

2
2
2
2

z

z
= 0              

2

1

2

z
z
 
 
 

+ (2 – λ) 1

2

z
z

+ 1 = 0       (1)          ∆ = (2 – λ 2) –  4  = 2λ –  4λ 

•    Όταν   ∆ = 0    τότε  1

2

z
z

= –  
2
β
α

 = 2
2

λ −  

                               α)   για  λ – 2 = 0   ⇒    1z = 0   άτοπο,  άρα  λ≠ 2 

                               β)   για  λ≠ 2   ⇒    1

2

z
z

= 2
2

λ −  ∗∈ℝ   ⇒   Ο,  Α,   Β  συνευθειακά 

•    Όταν   ∆ > 0    τότε   η  (1)  έχει πραγµατικές ρίζες,  δηλαδή   

      1

2

z
z

∗∈ℝ    ⇒   Ο,  Α,   Β  συνευθειακά 

•    Όταν   ∆ < 0    τότε   η  (1)   ⇔   1

2

z
z

= 
22 i 4

2
λ − ± λ −λ   

        Άρα   1

2

z
z

  = 1
2

( )2 22 4λ − + λ −λ    

                           = 1
2

2 24 4 4λ − λ + + λ −λ   =  1
2

4  = 1   

        Άρα    1

2

z

z
 = 1    ⇒    1z  = 2z     ⇒     (ΟΑ) = (ΟΒ) 

 

1

2

z
z

∗∈ℝ    ⇔    ΟΑ
����

 � ΟΒ
����
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24. 
Αν   *

1 2z , z ∈ℂ ,  να αποδείξετε την ισοδυναµία:    

*1
1 2 1 2

2

z
z + z = z + z     

z +⇔ ∈ℝ .  (οι διανυσµατικές ακτίνες οµόρροπα διανύσµατα). 

Προτεινόµενη  λύση 

1 2 1 2z + z  = z  + z     ⇔  1 2

2

z z

z

+
 = 1

2

z

z
 + 1 

                                           1 2

2

z z

z

+
 = 1

2

z

z
 + 1 

                                           1

2

z
1

z
+  = 1

2

z

z
 + 1        (1) 

Θέτουµε   1

2

z

z
 = z ,     η  (1)   ⇔      z 1+  = │ z│ + 1    

                                                          
2

z 1+  =  ( )2
z 1+  

                                                          (z + 1)(z  + 1) = 
2

z  + 2 z  + 1 

                                                          zz  + z + z  + 1 = 
2

z  + 2 z  + 1 

                                                          z + z  =  2 z        (2) 

Θέτουµε   z = x + yi ,      η  (2)   ⇔      2x = 2 2 2x y+  

                                                               x = 2 2x y+  

                                                              x > 0    και    2x  = 2x  + 2y  

                                                              x > 0    και    0 = 2y  
                                                              x > 0    και    y = 0 
                                                              z = x > 0  
                                                              z ∗

+∈ℝ  

 
 


